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ORDRES DES COURANTS POSITIFS
PLURIHARMONIQUES
KHALIFA DABBEK AND NOUREDDINE GHILOUFI
Re´sume´. Dans cet article, nous e´tudions l’ordre (d’alge´bricite´) d’un
courant positif pluriharmonique et nous le comparons soit avec l’ordre
de ses tranches concourantes soit avec ses ordres directionnels. Des es-
timations de croissance de la fonction de Lelong sont e´tablies dont le
proble`me d’alge´bricite´ du courant est traite´ comme conse´quence.
Orders of positive pluriharmonic currents
Abstract. In this article, we study the order of a positive pluriharmonic
current and we compare it with either the order of the concurrent slices
or the directionnel orders of the current. Therefore some estimates of
the growth of the Lelong function are established and the problem of
algebraicity of the current is treated as a result.
1. Pre´liminaires
Dans tout ce travail on utilise les notations suivantes : Pour r > 0, B(r) =
Bn(r) := {z ∈ C
n; |z| < r} la boule euclidienne de Cn de centre 0 et de
rayon r et pour tous 0 < r1 < r2, B(r1, r2) := {z ∈ C
n; r1 ≤ |z| < r2} =
B(r2)rB(r1) ainsi que les ope´rateurs
∂ =
n∑
j=1
∂
∂zj
dzj , ∂ =
n∑
j=1
∂
∂zj
dzj, d = ∂ + ∂ et d
c =
i
4π
(∂ − ∂).
Notons Dp,q(C
n) l’espace des formes diffe´rentielles de classe C∞ a` supports
compacts de bidegre´ (p, q) dans Cn. L’espace des courants de bidimension
(p, q) (ou de bidegre´ (n− p, n− q)), note´ D ′p,q(C
n), est par de´finition le dual
de Dp,q(Ω) muni de sa topologie usuelle.
Soit T ∈ D ′p,p(C
n) ; on dit que T est positif si T ∧ iα1 ∧ α1 ∧ ... ∧ iαp ∧ αp
est une mesure positive pour toutes α1, ..., αp ∈ D1,0(C
n). Le courant T
est dit ferme´ si 〈dT, φ〉 := −〈T, dφ〉 = 0 pour tout φ ∈ Dp−1,p(C
n), il
est dit plurisousharmonique (psh)(resp. pluriharmonique (ph)) si ddcT est
un courant positif (resp. ddcT = 0) ou` 〈ddcT, φ〉 := 〈T, ddcφ〉 pour tout
φ ∈ Dp−1,p−1(C
n).
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On associe a` un courant positif T de bidimension (p, p) sur Cn, la fonc-
tion de Lelong de´finie par νT (r) =
1
r2p
∫
B(r) T ∧ (dd
c|z|2)p. Si T est positif
plurisousharmonique alors νT est croissante sur ]0,+∞[. Un courant positif
T est dit alge´brique si la fonction νT est borne´e (Pour T = [X], le courant
d’inte´gration sur un ensemble analytiqueX, l’alge´bricite´ de T est e´quivalente
a` l’alge´bricite´ classique de X).
Soient k ≤ p < n et la projection canonique π : Cn −→ Ck de´finie par
π(z′, z′′) = z′. Soit h une fonction positive bore´lienne borne´e a` support com-
pact dans la boule unite´ de Ck telle que
∫
Ck
h(z′)dλk(z
′) = 1. Pour ǫ > 0, on
pose hǫ(z
′) = ǫ−2kh(z′/ǫ). Soient T ∈ D ′p,p(C
n) un courant positif et a ∈ Ck,
la tranche (paralle`le) de T par h au point a note´ 〈T, π, a〉h, est la limite
faible dans D ′p−k,p−k(C
n), quand elle existe, de T ∧π∗(hǫ(z
′− a).(ddc|z′|2)k)
quand ǫ −→ 0. Si T est un courant positif pluriharmonique, D’apre`s [5], il
existe un ensemble de mesure de Lebesgue nulle de Ck en dehors duquel
la tranche de T existe et est inde´pendante de h.
Dans la suite soient p, q < n des entiers tels que p + q ≥ n et Gq,n la
Grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension q dans Cn munie
de sa forme Ka¨hlerienne standard ωq et la me´trique de Fubini-Study as-
socie´e note´e µq (ou simplement µ s’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´). Soit Xq,n =
{(z, L) ∈ Cn × Gq,n; z ∈ L} le fibre´ vectoriel de rang q au dessus de Gq,n,
muni des projections canoniques π : Xq,n −→ Gq,n et σ : Xq,n −→ C
n ;
alors βXq,n := π
∗ωq + σ
∗β de´finie une forme Ka¨hlerienne sur la varie´te´ Xq,n
qui est de dimension dim Xq,n = n + (q − 1)(n − q). La restriction σ0 de
σ a` X ′q,n := σ
−1(Cn r {0}) est une submersion sur Cn r {0}. Soit T un
courant positif pluriharmonique sur Cn, alors σ∗0T de´finit un courant positif
pluriharmonique sur X ′q,n de masse localement finie au voisinage de σ
−1(0)
(cf. [3]), et d’apre`s Dabbek-Elkhadhra-El Mir [5], l’extension trivial de
σ∗0T par ze´ro au dessus de σ
−1(0) est un courant positif de ddc−ne´gatif de
dimension p+ (q − 1)(n− q) sur Xq,n, qu’on notera σ˜
∗
0T . On pose alors
• σ∗T = σ˜∗0T si q > n− p, ou` n− p est le degre´ de σ˜
∗
0T .
• σ∗T = σ˜∗0T + ν(T, 0)[σ
−1(0)] si q = n − p, ou` ν(T, 0) est le nombre de
Lelong de T en 0.
Comme pre´ce´demment, il existe un ensemble ET de la grassmannienne
Gq,n de mesure de Fubini-Study nulle tel que la tranche (concourante)
〈 σ∗T, π, L 〉 de T , qu’on notera ici T|L, existe pour tout L ∈ ΩT := Gq,nrET .
Quand T est a` coefficients continus, cette tranche coincide avec la restriction
usuelle de T a` L. De plus en dehors d’un ensemble ne´gligeable de ΩT , T|L
est un courant pluriharmonique ; on peut donc supposer dans toute la suite
que T|L est bien de´fini et est pluriharmonique sur ΩT .
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On note par
νT|L(r) :=
1
r2(p+q−n)
∫
Xq,n(r)
T|L ∧ σ
∗(ddc|z|2)p+q−n
la fonction de Lelong de T|L avec Xq,n(r) = σ
−1(B(r)).
De´finition 1. Un courant positif est dit d’ordre d’alge´bricite´ ̺ fini si la
limite suivante est finie
̺ := lim sup
r→+∞
log νT (r)
log r
< +∞.
Dans toute la suite on utilise seulement ordre pour indiquer l’ordre d’alge´-
bricite´. A noter que l’ordre du courant d’inte´gration sur un ensemble analy-
tique X, est e´gale a` l’ordre classique de l’ensemble analytique X (cf. [4]).
2. Ordres des tranches concourantes
2.1. The´ore`me principal et conse´quences. Le re´sultat principal de cette
partie (the´ore`me 1) consiste a` controˆler la fonction νT du courant T par celles
de ses tranches sur la grassmannienne.
The´ore`me 1. Soient T un courant positif pluriharmonique de bidimension
(p, p) sur Cn et E un ensemble borelien de ΩT de mesure de Fubini-Study
µ(E) non nulle. Alors il existe deux constantes c1, c2 > 0 qui de´pendent de
E telles que l’on ait
c1νT (c2r) ≤
∫
E
νT|L(r)dµ(L)
pour tout r suffisamment grand.
Corollaire 1. Soit T un courant positif pluriharmonique de bidimension
(p, p) sur Cn. On suppose qu’il existe un ensemble E de mesure non nulle
de la grassmannienne Gq,n tel que T|L soit un courant alge´brique pour tout
L ∈ E, alors T est alge´brique.
Notons que ces deux re´sultats sont de´montre´s par les meˆmes auteurs dans
[7] dans le cas d’un courant positif ferme´.
De´monstration. Pour tout N ∈ N∗, on pose BN := {L ∈ E; νT|L(r) ≤
N, ∀ r > 0}. Comme µ(E) > 0 et, par hypothe`se,
⋃
N BN = E donc il
existe N0 > 0 tel que µ(BN0) > 0. D’apre`s le the´ore`me 1, il existe deux
constantes c1, c2 > 0 telles que
νT (r) ≤
1
c1
∫
BN0
νT|L
(
r
c2
)
dµ(L) ≤
1
c1
N0µ(BN0).

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Corollaire 2. Soit T un courant positif pluriharmonique de bidimension
(p, p) sur Cn. Soit (rm)m une suite de re´els positifs croissante vers +∞.
Alors l’ensemble
E :=
{
L ∈ ΩT ; lim
m→+∞
νT|L(αrm)
νT (rm)
= 0, pour tout α > 0
}
est de mesure nulle.
Ce corollaire est de´montre´ par Amamou-Ben Farah [2] dans le cas des
courants positifs ferme´s et q = 1, ce qui correspond a` l’espace projectif Pn−1.
De´monstration. Supposons que µ(E) > 0. Pour s ∈ N, on conside`re
Es :=
{
L ∈ ΩT ; lim
m→+∞
νT|L(srm)
νT (rm)
= 0
}
.
On a E = ∪sEs et d’apre`s le the´ore`me d’Egorov, pour tout s ∈ N il existe
Ks ⊂ Es de mesure µ(Ks) ≤
µ(E)
2s+2
tel que la suite
(
νT|L(srm)
νT (rm)
)
m
converge
uniforme´ment vers 0 sur Es r Ks. Si on note par W = E r ∪sKs, alors
µ(W ) ≥ µ(E)/2 et la suite
(
νT|L(αrm)
νT (rm)
)
m
converge uniforme´ment vers 0 sur
W (∀ α) ce qui donne
lim
m→+∞
∫
W
νT|L(αrm)
νT (rm)
dµ(L) = 0, ∀ α > 0.
Comme µ(W ) > 0, le the´ore`me 1 implique l’existence de deux constantes
c1, c2 > 0 tels que
c1 ≤
∫
W
νT|L(
1
c2
rm)
νT (rm)
dµ(L)
pour m suffisamment grand ce qui est en contradiction avec la limite est
nulle quand m tend vers l’infinie. 
Corollaire 3. Soit T un courant positif pluriharmonique de bidimension
(p, p) sur Cn. S’il existe un ensemble E ⊂ ΩT de mesure non nulle de la
grassmannienne Gq,n tel que T|L soit nul pour tout L ∈ E alors T est nul.
De´monstration. Comme µ(E) > 0, d’apre`s le the´ore`me 1, il existe c1, c2 > 0
tels que pour tout r suffisamment grand on a
νT (r) ≤
1
c1
∫
E
νT|L
(
r
c2
)
dµ(L) = 0.
Ce qui donne T = 0. 
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2.2. Preuve du the´ore`me 1. la de´monstration du the´ore`me 1 se fait par
re´currence sur l’entier q ou` on utilise les lemmes 1 et 2 qui suivent.
Lemme 1. (formule de type Crofton) Soit S un courant positif plurihar-
monique de bidimension (p, p) sur Cn. Alors pour tout r > 0 on a
νS(r) =
∫
Gq,n
νS|L(r)dµ(L).
De´monstration. Soit χk un noyau re´gularisant qui ne de´pend que de |z| sur
Cn, on note par Sk = S ∗ χk le re´gularise´ de S qui est un courant positif
pluriharmonique de classe C∞ sur Cn. D’apre`s Alessandrini-Bassanelli
[1], la suite (σ∗(Sk))k est borne´e en masse, alors quitte a` extraire une sous
suite, on peut supposer que (σ∗Sk)k converge faiblement sur Xq,n vers σ
∗S.
D’apre`s la formule de Lelong-Jensen, pour 0 < r1 < r2 < r,
1
r2p2
∫
B(r2)
Sk∧(dd
c|z|2)p−
1
r2p1
∫
B(r1)
Sk∧(dd
c|z|2)p =
∫
B(r1,r2)
Sk∧(dd
c log |z|2)p.
Donc si r1 → 0
+,
1
r2p2
∫
B(r2)
Sk ∧ (dd
c|z|2)p =
∫
B(r2)r{0}
Sk ∧ (dd
c log |z|2)p.
Quitte a` remplacer S par S ∧ (ddc|z|2)p−q, on peut supposer que p+ q = n,
donc on peut appliquer l’e´galite´ (prouve´ par Siu ([9], p128)) :
(ddc log |z|2)p = σ∗π
∗ω
p(n−p)
n−p
ou` ωn−p est la forme Ka¨hlerienne canonique de Gn−p,n, et par suite
1
r2p2
∫
B(r2)
Sk ∧ (dd
c|z|2)p =
∫
B(r2)r{0}
Sk ∧ (dd
c log |z|2)p
=
∫
B(r2)r{0}
Sk ∧ σ∗π
∗ω
p(n−p)
n−p
=
∫
σ−1(B(r2))
σ∗Sk ∧ π
∗ω
p(n−p)
n−p .
Or
1
r2p2
∫
B(r1)
S ∧ (ddc|z|2)p ≤ lim inf
k→+∞
1
r2p2
∫
B(r2)
Sk ∧ (dd
c|z|2)p
≤ lim sup
k→+∞
∫
σ−1(B(r2))
σ∗Sk ∧ π
∗ω
p(n−p)
n−p
≤
∫
σ−1(B(r))
σ∗S ∧ π∗ω
p(n−p)
n−p
et ∫
σ−1(B(r1))
σ∗S ∧ π∗ω
p(n−p)
n−p ≤ lim inf
k→+∞
∫
σ−1(B(r2))
σ∗Sk ∧ π
∗ω
p(n−p)
n−p
≤ lim sup
k→+∞
1
r2p2
∫
B(r2)
Sk ∧ (dd
c|z|2)p
≤
1
r2p2
∫
B(r)
S ∧ (ddc|z|2)p.
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Si on tend r1 → r (r en dehors d’un ensemble au plus de´nombrable), on
obtient
1
r2p
∫
B(r)
S ∧ (ddc|z|2)p =
∫
σ−1(B(r))
σ∗S ∧ π∗ω
p(n−p)
n−p
Et d’apre`s la formule de tranchage on a∫
σ−1(B(r))
σ∗S ∧ π∗ω
p(n−p)
n−p =
∫
L∈Gn−p,n
(∫
L∩B(r)
S|L
)
ω
p(n−p)
n−p .
D’ou`
1
r2p
∫
B(r)
S ∧ (ddc|z|2)p =
∫
L∈Gn−p,n
(∫
L∩B(r)
S|L
)
ω
p(n−p)
n−p . 
Remarque 1. Dans le cas des courants positifs ferme´s, la formule de Crof-
ton est de´montre´ par Siu [9] en 1974. Une question naturelle se pose : A-t-on
une formule pareille pour les courants positifs plurisousharmoniques ?
Lemme 2. [5] Soit S un courant positif pluriharmonique de bidimension
(p, p) sur un ouvert O de Cn. Soit f une fonction psh , f ≥ −1 de classe C2
sur O telle que O′ = {z ∈ O; f(z) < 0} soit relativement compact dans O.
Si K un compact de O′, on pose cK = − supz∈K f(z).
Alors pour tout entier 1 ≤ s ≤ p et pour toute fonction g psh de classe C2
sur O′ ve´rifiant −1 ≤ g < 0 on a :∫
K
S ∧ (ddcg)p ≤ c−sK
∫
O′
S ∧ (ddcf)s ∧ (ddcg)p−s.
Si S est de classe C2 alors le lemme reste vrai en omettant l’hypothe`se de
re´gularite´ de f et g.
De´monstration. (du the´ore`me 1) On proce`de par re´currence sur q.
• q = 1 : Soit T un courant positif pluriharmonique de bidimension
(n − 1, n − 1) sur Cn et E ⊂ ΩT ⊂ P
n−1 de mesure non nulle.
Si w ∈ Pn−1, on note Lw l’hyperplan de C
n, d’e´quation w1z1 +
... + wnzn = 0 et [Lw] le courant d’inte´gration sur Lw. La fonction
fw(z) =
w1z1 + ...+ wnzn
|w|
est psh sur Cn et [Lw] = dd
c log |fw|. Soit
v la fonction de´finie sur Cn par
v(z) =
∫
Pn−1
log |fw(z)|dµE(w) ou` µE =
1
µ(E)
µ|E
alors v est psh sur Cn qui ve´rifie log |z| − η ≤ v(z) ≤ log |z| pour
tout z ∈ Cn ou` η > 0 est une constante.
Soit χj un noyau re´gularisant qui ne de´pend que de |z| sur C
n,
on note par Tj = T ∗ χj le re´gularise´ de T qui est un courant positif
pluriharmonique de classe C∞ sur Cn.
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Fixons r > 0 et soit 1 < δ < 2. Soit φ la fonction psh sur Cn
de´finie par φ(z) = max(−1, v(z) − log(δr)).
Le lemme 2, applique´ a` O = Cn et O′ = {z ∈ Cn; φ(z) < 0} qui est
inclus dans B(δreη), donne∫
|z|≤r
Tj ∧ β
n−2 ∧ ddc
(∣∣∣ z
δreη
∣∣∣2 − 1) ≤ 1
log δ
∫
|z|≤δreη
Tj ∧ β
n−2 ∧ ddcφ
et par suite∫
|z|<r
Tj ∧ β
n−1 ≤ r2
δ2e2η
log δ
∫
|z|≤δreη
Tj ∧ β
n−2 ∧ ddcv.
Soient 0 < c2 < δe
η et ψ une fonction C∞ sur Cn ve´rifiant 1lB(δeηr) ≤
ψ ≤ 1lB( r
c2
). On pose
• c1 =
µ(E) log δ
δ2e2η
• AT := {r > 0; ||T ||(∂B(r)) > 0 ou ||T ||(∂B(δr)) > 0}
AT est au plus de´nombrable et pour r 6∈ AT , par passage a` la limite
quand j → +∞, le the´ore`me de Fubini donne∫
|z|<r
T ∧ βn−1 ≤
µ(E)
c1
r2
∫
Cn
ψT ∧ βn−2 ∧ ddcv
=
r2
c1
∫
E
∫
Cn
ψT ∧ ddc log |fw| ∧ β
n−2dµ(w)
≤
r2
c1
∫
E
∫
|z|< 1
c2
r
T ∧ [Lw] ∧ β
n−2dµ(w)
Ce qui donne le re´sultat pour le cas q = 1.
• Supposons que le re´sultat est vrai a` l’ordre q ≥ 1, c’est a` dire sur
Gq,n, et prouvons le a` l’ordre q+1. L’ide´e est de ramener le proble`me
de Gq+1,n vers Gq,n, pour cela, on conside`re l’ensemble :
Yq,n = {(L,Λ) ∈ Gq,n ×Gq+1,n; L ⊂ Λ}
et les projections canoniques :
Gq,n Yq,n
f
oo
g
// Gq+1,n
Xq,n
πq
OO
σq
// C
n Xq+1,nσq+1
oo
πq+1
OO
On muni Yq,n de la forme Ka¨hlerienne ω = g
∗ωq + f
∗ωq+1 et donc
de la mesure de Fubini-Study correspondante m. On ve´rifie que
g∗m⊗µq+1 = µq⊗f∗m, de plus la valeur κ = m(g
−1(Λ)) = m(f−1(L))
est inde´pendante de L ∈ Gq,n µq−presque partout et de Λ ∈ Gq+1,n
µq+1−presque partout.
On a σ∗qT est un courant positif de dimension p+ (q − 1)(n− q) sur
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Xq,n, de meˆme σ
∗
q+1T est un courant positif de dimension p+ q(n−
q − 1) sur Xq+1,n.
Soit Λ ∈ E ⊂ ΩT = Gq+1,n r ET .
On remarque que Gq,q+1(Λ) = f(g
−1(Λ)), et comme T|Λ est positif
pluriharmonique, d’apre`s le lemme 1, on a
νT|Λ(r) =
∫
L∈f(g−1(Λ))
νT|L(r)d(f∗m)(L)
d’apre`s Fubini on a,∫
E
νT|Λ(r)dµq+1(Λ) =
∫
E
(∫
L∈f(g−1(Λ))
νT|L(r)d(f∗m)(L)
)
dµq+1(Λ)
=
∫
L∈f(g−1(E))
(∫
Λ∈g(f−1(L))
νT|L(r)d(g∗m)(Λ)
)
dµq(L)
= κ
∫
f(g−1(E))
νT|L(r)dµq(L).
Comme f(g−1(E)) est de mesure non nulle dans Gq,n, d’apre`s l’hy-
pothe`se de re´currence, il existe c1, c2 > 0 tels que
c1νT (c2r) ≤
∫
f(g−1(E))
νT|L(r)dµq(L).
Donc
κc1 νT (c2r) ≤
∫
E
νT|Λ(r)dµq+1(Λ).

2.3. Applications du the´ore`me 1. Le re´sultat suivant est une illustration
des re´sultats pre´ce´dents sur les courants positifs pluriharmoniques d’ordres
finis.
The´ore`me 2. Soit T un courant positif pluriharmonique de bidimension
(p, p) et d’ordre ̺ fini sur Cn. Alors pour presque tout L ∈ Gq,n, T|L est
d’ordre ̺L e´gal a` ̺.
De´monstration. La de´monstration se fait en deux e´tapes.
Premie`re e´tape : ̺L ≥ ̺, µ−presque partout.
Par de´finition, il existe une suite (rm)m croissante vers l’infinie telle que
log(νT (rm)).(log(rm))
−1 −→
m→+∞
̺. On conside`re alors l’ensemble
E =
{
L ∈ ΩT ; lim
m→+∞
νT|L(αrm)
νT (rm)
= 0, pour tout α > 0
}
∪Ω∁T
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qui est de mesure nulle (d’apre`s le corollaire 2). Pour L 6∈ E, il existe α0 > 0,
une sous suite, note´e de meˆme (rm)m, tels que
lim supm→+∞ νT|L(α0rm)/νT (rm) = aL ∈ ]0,+∞]. Or
log νT|L(α0rm)
log(α0rm)
=
log νT|L(α0rm)− log(νT (rm))
log(α0rm)
+
log νT (rm)
log rm
×
log rm
log(α0rm)
.
Le terme de gauche de cette e´galite´ admet une limite-supe´rieure plus petite
que ̺L quand m tend vers +∞, alors que le deuxie`me terme de droite tend
vers ̺.
Dans le cas ou` aL < +∞,
lim sup
m→+∞
log νT|L(α0rm)− log(νT (rm))
log(α0rm)
= lim sup
m→+∞
log
(
νT|L (α0rm)
νT (rm)
)
log(α0rm)
= 0.
Dans l’autre cas, aL = +∞, on a pour m suffisamment grand,
log νT|L(α0rm)
log(α0rm)
≥
log νT (rm)
log rm
×
log rm
log(α0rm)
.
Donc ̺L ≥ ̺.
Deuxie`me e´tape : ̺L ≤ ̺, µ−presque partout.
Pour tout ǫ ∈ ]0, 1[ et γ > 1 fixe´, on pose
Eǫ,k =
{
L ∈ Gq,n; νT|L(γ
k) >
(
log γk
)1+(log(log γk))ǫ−1
νT (γ
k)
}
, k ∈ N.
Alors
µ(Eǫ,k)
(
log γk
)1+(log(log γk))ǫ−1
νT (γ
k) ≤
∫
Eǫ,k
νT|L(γ
k)dµ(L)
≤
∫
Gq,n
νT|L(γ
k)dµ(L)
≤ νT (γ
k)
Par suite
µ(Eǫ,k) ≤
(
log γk
)−1−(log(log γk))ǫ−1
.
Posons Eǫ = ∩j≥1 ∪k≥j Eǫ,k. Puisque
lim
k→+∞
(log k)2
(
log γk
)−(log(log γk))ǫ−1
= lim
k→+∞
(log k)2 exp{−(log(log γk))ǫ} = 0
alors
+∞∑
k=1
(
log γk
)−1−(log(log γk))ǫ−1
< +∞
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et donc µ(Eǫ) = 0. Pour L 6∈ Eǫ, il existe kL tel que pour k ≥ kL, νT|L(γ
k) ≤(
log γk
)1+(log(log γk))ǫ−1
νT (γ
k).
Si r est tel que γk−1 ≤ r ≤ γk alors
(2.1) νT|L(r) ≤ (log γr)
1+(log(log r))ǫ−1 νT (γr)
et ainsi
̺L := lim sup
r−→+∞
log νT|L(r)
log r
≤ lim sup
r−→+∞
(
(1 + (log(log r))ǫ−1) log(log γr)
log r
+
+
log νT (γr)
log r
)
≤ ̺.

De´finition 2. Une fonction de´rivable ρ : ]0,+∞[−→]0,+∞[ est appele´e
ordre pre´cise´ si elle admet une limite finie ̺ a` l’infini et
lim
r→+∞
ρ′(r).r log r = 0.
Un courant positif pluriharmonique T d’ordre ̺ fini est dit de type minimal
(resp. normal, maximal) par rapport a` un ordre pre´cise´ ρ(r), ou` ρ(r) −→ ̺,
si la limite
σ(T ) := lim sup
r→+∞
νT (r)
rρ(r)
= 0 (resp. σ(T ) ∈ ]0,+∞[, σ(T ) = +∞).
Comme conse´quence des re´sultats pre´ce´dents on ge´ne´ralise, au courant
positif pluriharmonique sur Gq,n, un re´sultat de´montre´ par Gruman [8]
pour les ensembles analytiques et par Amamou-Ben Farah [2] pour les
courants positifs ferme´s sur Pn−1 = G1,n.
Corollaire 4. Soit T un courant positif pluriharmonique de bidimension
(p, p) sur Cn d’ordre ̺ fini et de type normal par rapport a` un ordre pre´cise´
ρ(r). Alors pour presque tout L ∈ Gq,n, T|L est de type normal ou maximal
par rapport a` ρ(r).
De´monstration. Pour alleger l’e´criture on note par σ := σ(T ) et σL :=
σ(T|L). Par hypothe`se, il existe une suite (rm)m croissante vers +∞ telle
que νT (rm).r
−ρ(rm) −→ σ. Soit
E =
{
L ∈ ΩT ; lim
m→+∞
νT|L(αrm)
νT (rm)
= 0, pour tout α > 0
}
∪ Ω∁T .
D’apre`s le corollaire 2, E est de mesure nulle. Pour L 6∈ E, quitte a` extraire
une sous suite de (rm)m, il existe α0 > 0 tel que
aL := lim supm→+∞ νT|L(α0rm)/νT (rm) ∈ ]0,+∞].
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(2.2)
νT|L(α0rm)
(α0rm)ρ(α0rm)︸ ︷︷ ︸
Q1(m)
=
νT|L(α0rm)
νT (rm)︸ ︷︷ ︸
Q2(m)
νT (rm)
r
ρ(rm)
m︸ ︷︷ ︸
Q3(m)
rρ(rm)−ρ(α0rm)m︸ ︷︷ ︸
Q4(m)
1
α
ρ(α0rm)
0︸ ︷︷ ︸
Q5(m)
Si m → +∞, la premie`re quantite´ Q1(m) admet une limite-supe´rieure
infe´rieure ou e´gale a` σL, Q2(m) tend vers aL, Q3(m) tend vers σ et Q5(m)
tend vers α−̺0 . Pour Q4(m), le cas α0 = 1 est e´vident, dans l’autre cas,
d’apre`s le the´ore`me des accroissements finis, il existe cm entre rm et α0rm
tel que
log(Q4(m)) = (ρ(rm)− ρ(α0rm)) log rm = ρ
′(cm)(1− α0)rm log rm
donc pour m suffisamment grand il existe une constante Cte ≥ 0 tel que
| log(Q4(m))| ≤ Cte.|ρ
′(cm)cm log cm|
et par suite log(Q4(m)) −→ 0 si m→ +∞. En effet :
• Si α0 > 1, on a rm < cm donc rm log rm ≤ cm log cm et on peut prendre
Cte = α0 − 1.
• Si α0 < 1, on a α0rm < cm < rm donc
rm log rm = cm log cm.
rm log rm
cm log cm
≤ cm log cm
log rm
α0 log(α0rm)
et, pour m suffisamment large, on peut choisir Cte = 2(1 − α0)/α0.
Si on tend m→ +∞ l’e´quation (2.2) donne σL ≥ aLσ/α
̺
0 et donc T|L est au
moins de type normal par rapport a` ρ(r). 
Remarques 2.
– S’il existe un Bore´lien E de mesure non nulle de Gq,n et une constante
b > 0 telle que pour presque tout L ∈ E on ait T|L est de type σL ≤ b
par rapport a` un ordre pre´cise´ ρ(r) alors T est de type fini par rapport
a` l’ordre pre´cise´ ρ(r).
En effet, d’apre`s le the´ore`me 1, il existe c1, c2 > 0 tels que pour r > 0
(suffisamment grand) on ait
νT (r)
rρ(r)
≤ c1
∫
E
νT|L(c2r)
(c2r)ρ(c2r)
rρ(c2r)−ρ(r)c
ρ(c2r)
2 dµ(L)
≤ c1bµ(E)r
ρ(c2r)−ρ(r)c
ρ(c2r)
2
De plus, d’apre`s la de´monstration du corollaire 4, le terme de droite de
cette ine´galite´ admet une limite finie (= c1bµ(E)c
̺
2) quand r→ +∞.
– On a prouve´ que{
L ∈ ΩT ; lim
m→+∞
νT|L(αrm)
νT (rm)
= +∞ ∀α > 0
}
⊂ {L ∈ ΩT ; σL = +∞}
et on a le premier ensemble est de mesure nulle (voir le lemme 3 suivant).
A-t-on l’ensemble {L ∈ Gq,n r E0; σL = +∞} est aussi de mesure
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nulle ? c’est a` dire que T|L est-il aussi de type normal par rapport a`
ρ(r), µ−presque partout ?
Lemme 3. Avec les meˆmes notations du corollaire 4, l’ensemble
A∞ :=
{
L ∈ ΩT ; ∃ αL > 0, lim
m→+∞
νT|L(αLrm)
νT (rm)
= +∞
}
est de mesure nulle.
De´monstration. Pour tout s ∈ N∗, on conside`re l’ensemble
As :=
{
L ∈ ΩT ; lim
m→+∞
νT (rm)
νT|L(srm)
= 0
}
.
Si L ∈ A∞ alors pour tout s ≥ αL, on a L ∈ As. Donc A∞ ⊂ ∪s∈N∗As. Par
suite pour montrer que µ(A∞) = 0 il suffit de montrer que µ(As) = 0 pour
tout s ∈ N∗.
Supposons qu’il existe s0 > 0 tel que As0 soit de mesure µ(As0) > 0. On a
pour tout L ∈ As0 , limm→+∞ νT (rm)/νT|L(s0rm) = 0. D’apre`s le the´ore`me
d’Egorov, on peut supposer que la convergence de cette suite vers 0 est
uniforme sur As0 . Soit ǫ > 0, il existe mǫ > 0 tel que pour tout m ≥ mǫ on
a
(2.3)
νT (rm)
νT|L(s0rm)
≤ ǫ ∀ L ∈ As0 .
D’autre part, d’apre`s le lemme 1, pour tout m > 0 on a∫
As0
νT|L(s0rm)dµ(L) ≤
∫
Gq,n
νT|L(s0rm)dµ(L) = νT (s0rm).
Donc
(2.4)
∫
As0
νT|L(s0rm)
νT (s0rm)
dµ(L) ≤ 1
Les deux ine´galite´s (2.3) et (2.4) donnent, pour tout m ≥ mǫ,
µ(As0)
νT (rm)
νT (s0rm)
=
∫
As0
νT (rm)
νT (s0rm)
dµ(L)
=
∫
As0
νT (rm)
νT|L(s0rm)
νT|L(s0rm)
νT (s0rm)
dµ(L)
≤ ǫ
∫
As0
νT|L(s0rm)
νT (s0rm)
dµ(L) ≤ ǫ
c’est a` dire que limm→+∞ νT (rm)/νT (s0rm) = 0. Donc
σ := lim
m→+∞
νT (rm)
r
ρ(rm)
m
= lim
m→+∞
(
νT (rm)
νT (s0rm)
×
νT (s0rm)
(s0rm)ρ(s0rm)
× s
ρ(s0rm)
0 × r
ρ(s0rm)−ρ(rm)
m
)
= 0
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ce qui est absurde car σ > 0. 
Modulo une petite perturbation, il existe un ordre pre´cise´ χ(r) par rapport
auquel T ainsi que T|L, pour presque tout L ∈ Gq,n, sont de types minimales
et c’est donne´ par le lemme suivant :
Lemme 4. Si T est de type normal par rapport a` un ordre pre´cise´ ρ(r) alors
pour presque tout L ∈ Gq,n, T|L est de type fini (minimal ou normal) par
rapport a` l’ordre pre´cise´
χ(r) =
 ρ(r) +
log(log(e− 1 + r))
log r
si r 6= 1
ρ(1) + 1e si r = 1
En particulier, si T est de type minimal par rapport a` ρ(r) alors T et T|L,
pour presque tout L ∈ Gq,n, sont de types minimales par rapport a` χ(r).
De´monstration. Ve´rifiant d’abord que χ(r) est bien un ordre pre´cise´. En
effet χ est de´rivable sur ]0 +∞[ et on a χ(r) −→
r→+∞
̺ et
χ′(r) = ρ′(r) +
1
(e− 1 + r) log r
1
log(e− 1 + r)
−
1
r log r
log(log(e− 1 + r))
log(r)
donc r log(r)χ′(r) −→
r→+∞
0.
D’apre`s l’ine´galite´ (2.1), pour tout s ∈ N, s ≥ 2, en prenant ǫ = 1/s et
γ = 1+1/s, il existe un ensemble ne´gligeable Fs de Gq,n ve´rifiant pour tout
L 6∈ Fs,
νT|L(r) ≤ νT ((1 +
1
s
)r)
(
log(1 +
1
s
)r
)1+(log(log r))−1+1/s
.
Soit F := ∪s≥2Fs. Alors F est ne´gligeable et pour tout L 6∈ F on a
νT|L(r) ≤ νT ((1 +
1
s
)r)
(
log(1 +
1
s
)r
)1+(log(log r))−1+1/s
∀ s ≥ 2.
Comme la fonction νT est semi-continue supe´rieurement, si on fait tendre s
vers +∞ dans l’ine´galite´ pre´ce´dente on obtient
νT|L(r) ≤ (log r)
1+1/ log(log r) νT (r) = e log(r)νT (r).
Par suite
lim sup
r→+∞
νT|L(r)
rχ(r)
≤ lim sup
r→+∞
e log(r)
νT (r)
rρ(r) log(e− 1 + r)
= eσ(T ).

14 K. DABBEK AND N. GHILOUFI
3. Ordres directionnels
Dans cette section on s’inte´resse au ordres (et ordres directionnels) des
courants positifs de bidegre´ (k, k) dans CN = Cn × Cm ou` k ≤ n ; on
utilise alors les notations βz = dd
c|z|2, βt = dd
c|t|2, αz = dd
c log |z|2 et
αt = dd
c log |t|2 pour tout (z, t) ∈ Cn × Cm.
On a besoin du lemme de type Lelong-Jensen suivant :
Lemme 5. [6] Soient T un courant positif plurisousharmonique de bidegre´
(k, k) dans CN = Cn×Cm ou` k < n et D un bore´lien relativement compact
de Cm. Alors pour tous 0 < r1 < r2,
A(r1, r2) :=
1
r
2(n−k)
2
∫
Bn(r2)×D
T ∧ βn−kz ∧ β
m
t +
−
1
r
2(n−k)
1
∫
Bn(r1)×D
T ∧ βn−kz ∧ β
m
t
=
∫
Bn(r1,r2)×D
T ∧ αn−kz ∧ β
m
t +
+
∫ r2
r1
(
1
s2(n−k)
−
1
r
2(n−k)
2
)
sds
∫
Bn(s)×D
ddcT ∧ βn−k−1z ∧ β
m
t
+
(
1
r
2(n−k)
1
−
1
r
2(n−k)
2
)∫ r1
0
sds
∫
Bn(s)×D
ddcT ∧ βn−k−1z ∧ β
m
t .
Par conse´quent, la fonction
r 7−→ N(T,D)(r) :=
1
r2(n−k)
∫
Bn(r)×D
T ∧ βn−kz ∧ β
m
t
est positive et croissante, ce qui explique l’existence du nombre de Lelong
directionnel, N(T,D)(0) := limr→0+ N(T,D)(r), de T en 0 par rapport a` D
suivant la direction de Cn. On de´finit alors l’ordre directionnel de T par
rapport a` D, suivant la direction de Cn, par :
̺(T,D) = lim sup
r→+∞
logN(T,D)(r)
log r
.
Proposition 1. Soient T un courant positif plurisousharmonique de bidegre´
(k, k) sur CN = Cn × Cm ou` k < n et D un bore´lien relativement compact
de Cm. Si T est d’ordre ̺ fini alors T est d’ordre directionnel ̺(T,D) fini qui
ve´rifie ̺(T,D) ≤ 2m+ ̺.
De´monstration. Si δ > 1 alors il existe r suffisamment grand tel que Bn(r)×
D ⊂ BN(δr).
(δr)2mνT (δr) =
1
(δr)2(n−k)
∫
BN (δr)
T ∧ (βz + βt)
N−k
≥
1
(δr)2(n−k)
∫
Bn(r)×D
T ∧ βn−kz ∧ β
m
t
≥ δ−2(n−k)N(T,D)(r).
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Donc
log
[
(δr)2mνT (δr)
]
log r
≥
log(δ−2(n−k)N(T,D)(r))
log r
et en passant a` la li-
mite supe´rieure quand r tend vers +∞, on obtient 2m + ̺ ≥ ̺(T,D) et la
proposition est prouve´e. 
Dans la suite on s’inte´resse a` la re´ciproque, a` savoir la question suivante :
si T est d’ordre directionnel fini, a-t-on que T est d’ordre fini ? Une re´ponse
partielle positive est donne´e par le the´ore`me 3 ; pour le citer on a besoin
de quelques notions : Pour B un bore´lien relativement compact de Cn, on
de´finit de la meˆme manie`re l’ordre directionnel de T par rapport a` B sui-
vant la direction de Cm comme e´tant ̺(B,T ) := lim supr→+∞
logM(B,T )(r)
log r ou`
M(B,T )(r) =
1
r2(m−k)
∫
B×Bm(r)
T ∧ βnz ∧ β
m−k
t . Le lemme suivant sera utile
pour la suite, et sa de´monstration est analogue a` celle du lemme 2.
Lemme 6. Soient S un courant positif de ddc−ne´gatif de bidegre´ (k, k) sur
CN = Cn × Cm ou` k < n et D un bore´lien relativement compact de Cm.
Soit f une fonction psh, f ≥ −1, de classe C2 sur un ouvert O de Cn telle
que O′ = {z ∈ O; f(z) < 0} soit relativement compact dans O. Soit K un
compact de O′, on pose cK = − supz∈K f(z).
Alors pour tout entier 1 ≤ s ≤ n − k et pour toute fonction g psh de classe
C2 sur O′ ve´rifiant −1 ≤ g < 0 on a :∫
K×D
S ∧ (ddcg)n−k ∧ βmt ≤ c
−s
K
∫
O′×D
S ∧ (ddcf)s ∧ (ddcg)p−s ∧ βmt .
The´ore`me 3. Soit T un courant positif pluriharmonique de bidegre´ (1, 1)
sur CN = Cn × Cm ou` n, m > 1. On suppose qu’il existe deux compacts
D et D′ d’inte´rieurs non vide de Cn et Cm respectivement tels que T soit
d’ordres finis dans les directions de Cm et Cn par rapport a` D et D′, alors
T est d’ordre fini.
De´monstration. Pour r > 0 on a BN (r) ⊂ Kr := Bn(r)× Bm(r), donc
(3.1)
νT (r) =
1
r2(n+m−1)
∫
BN (r)
T ∧ (βz + βt)
n+m−1
≤
1
r2(n+m−1)
∫
Kr
T ∧ (βz + βt)
n+m−1
Comme D est un compact d’inte´rieur non vide de Cn, il existe une fonction
psh u (la fonction extre´male de Siciak associe´ a` D ) de classe C2 sur Cn
telle que la mesure (ddcu)n soit a` support dans D. De meˆme il existe une
fonction v psh de classe C2 sur Cm telle que la mesure (ddcv)m soit porte´e
par D′. De plus elles ve´rifient max(log |z|,−1) ≤ u(z) ≤ log |z| + A pour
tout z ∈ Cn et max(log |t|,−1) ≤ v(t) ≤ log |t| + C pour tout t ∈ Cm ou` A
et C sont deux constantes. Conside´rons ǫ > 0 et la fonction
w(z, t) =
(
u(z)−A
log(1 + 2r)
− 1
)
+
(
v(t)− C
log(1 + 2r)
− 1
)
.
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Alors w est une fonction psh de classe C2 sur CN qui ve´rifie, pour r as-
sez grand, w > −ǫ sur le bord de K2r. Donc l’ensemble O := {(z, t) ∈
CN ; w(z, t)+2ǫ < 0} est relativement compact dans K2r. De plusKr ⊂⊂ O.
Soient
cr = − sup
(z,t)∈Kr
w(z, t) = O
(
1
log(1 + 2r)
)
et g(z, t) =
|z|2 + |t|2 − 4r2
4r2
.
D’apre`s le lemme 2,∫
Kr
T ∧ (ddcg)n+m−1 ≤ c−(n+m−1)r
∫
O
T ∧ (ddcw)n+m−1
≤ c−(n+m−1)r
∫
K2r
T ∧ (ddcw)n+m−1
Donc
(3.2)
1
r2(n+m−1)
∫
Kr
T ∧ (βz + βt)
n+m−1 ≤ θ(r)ΘT (2r).
ou` θ(r) =
(
4
cr log(1 + 2r)
)n+m−1
et ΘT (2r) =
∫
K2r
T ∧ (ddc(u+ v))n+m−1.
Comme cr log(1 + 2r) est borne´e inde´pendamment de r, il existe a > 0 tel
que θ(r) ≤ a pour tout r > 0 (suffisamment grand). Par raison de degre´,
(3.3)
ΘT (2r) =
∫
K2r
T ∧ (ddc(u+ v))n+m−1
= CmN−1
∫
K2r
T ∧ (ddcu)n−1 ∧ (ddcv)m + CnN−1
∫
K2r
T ∧ (ddcu)n∧
∧(ddcv)m−1
= CmN−1
∫
Bn(2r)×D′
T ∧ (ddcu)n−1 ∧ (ddcv)m+
+CnN−1
∫
D×Bm(2r)
T ∧ (ddcu)n ∧ (ddcv)m−1
≤ b1C
m
N−1
∫
Bn(2r)×D′
T ∧ (ddcu)n−1 ∧ βmt +
+b2C
n
N−1
∫
D×Bm(2r)
T ∧ βnz ∧ (dd
cv)m−1
ou` b1 et b2 sont deux constantes positives qui de´pendent uniquement de D
′
et D respectivement.
Soient f(z) = |z|
2−(3r)2
(3r)2
et g2(z) =
u(z)−A−log(3r)
log(κr) ou` κ := 1 + 3e
1+A, f est
psh sur Cn, −1 < f(z) < 0 sur Bn(3r) et −1 ≤ g2(z) < 0 sur Bn(3r). Le
lemme 6 applique´ a` f, g et K = Bn(2r) donne
∫
Bn(2r)×D′
T ∧ (ddcg2)
n−1 ∧ βmt ≤
(
9
5
)n−1 ∫
Bn(3r)×D′
T ∧ (ddcf)n−1 ∧ βmt
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on obtient donc∫
Bn(2r)×D′
T ∧ (ddcu)n−1 ∧ βmt ≤
(
9
5
log(κr)
)n−1
N(T,D′)(3r).
De la meˆme fac¸on on de´montre que∫
D×Bm(2r)
T ∧ βnz ∧ (dd
cv)m−1 ≤
(
9
5
log(κr)
)m−1
M(D,T )(3r).
L’ine´galite´ (3.3) donne
(3.4)∫
K2r
T ∧ (ddc(u+ v))n+m−1 ≤ b1C
m
N−1
(
9
5
log(κr)
)m−1
M(D,T )(3r)+
+b2C
n
N−1
(
9
5
log(κr)
)n−1
N(T,D′)(3r).
D’apre`s les ine´galite´s (3.1), (3.2) et (3.4), on de´duit que
νT (r) ≤ c1(log(κr))
n−1
N(T,D′)(3r) + c2(log(κr))
m−1
M(D,T )(3r)
ou` c1, c2 sont deux constantes positives. Un calcul simple montre alors que
log(νT (r))
log r
≤
τ +N log log(κr)
log r
+max
(
log(N(T,D)(3r))
log r
,
log(M(D′,T )(3r))
log r
)
et par passage a` la limite supe´rieure quand r tend vers +∞, on trouve
̺ ≤ max(̺(T,D), ̺(D′,T )). 
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